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摘要: 讨论了一类非线性动态方程周期边值问题, 结合时间标度理论, 运用 M arh in的重合度定理, 给出了解的存在

性判别条件, 并给出了应用举例.
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1� 问题的提出

时间标度演算法是 1988年由德国的 Stefen

H ilger
[ 1]
在他的博士论文中提出的一个理论, 后于

1997年由德国数学家 M. Bohne
[ 2�3]
重新发现并将其

发展为时标动态方程理论. 这一理论统一了微分和

差分的研究,将一直以来需要分开研究的两个分支

统一在一个体系中研究, 并将研究范围推广到二者

中间的情形.至今,时标理论已经引起国内外广大学

者的关注,不仅是数学界,还包括生物学、经济学等

等领域.有关时标上周期边值问题已有一些研究结

果.文献 [ 4] 运用不动点定理和上下解方法, 讨论动

态方程

- y
�Ñ
( t) + q( t )y ( t) = f ( t, y ( t) )

的周期边值问题的单解存在性.文献 [ 5]运用不动

点定理讨论了

- ( py
�
)
�
( t) + q ( t) y

�
( t) = f ( t, y ( t ) )

的多周期解的存在性.文献 [ 6]讨论一阶非线性系

统的周期边值问题

x
�
i ( t) + f i ( t, x1 (�( t) ), x2 (�( t) ), �, xn (�( t) ) ) = 0

的正解的存在性.本文运用 M arh in的重合度定理讨

论周期边值问题

u
��
( t) = f ( t, u ( t), u

�
( t) ), � t  [ a, b]

u ( a) = u ( b ), u
�
( a) = u

�
( b )

(1)

解的存在性,得出判别条件. 其中 [ a, b ]表示 [ a, b ]

!T, a, b T且 0< b- a< 1, 这里假设 b点右稠, f在

[ a, b ] ∀R 2
上连续.

本文涉及的一些时间标度的理论请参阅文献

[ 3] .

2� 预备知识

定义 1� 设 X、Z是赋范空间. L: X � dom L #Z

是一个线性算子, 如果

a) Im L是 Z的闭子空间;

b) dim K ey L = co d im Im L < + ∃ ,
则称 L为指标为零的 Fredholm算子.

如果 L为指标为零的 Fredholm算子, 则存在连

续算子 P: X #X及 Q: Z# Z, 使得

Im P = KerL, Im L = KerQ, X = K erL K erP,

Z= Im L Im Q, 并且算子

L domL! K erP : dom L # Im L

可逆,记其逆算子为 Kp. I为恒等算子,记 Kp ( I- Q )

为 KP, Q .

定义 2� 设 V是 X中的有界开集, 如果 QN ( )

有界且 KP, QN:  #X 是紧的, 则称 N 在  上是 L -

紧的.

如果 L为指标为零的 Fredholm算子, 则对任意

同构映射 J: Im Q# KerL,映射 JQ + KP, Q: Z# dom L

是同构映射,并且,对任意 u dom L,

(JQ + KP, Q )
- 1
u = (L + J

- 1
P ) u.

� � 在本文的证明中, 运用到以下的 M awh in定理:

定理 1
[ 7] � 设  ! X 是有界开集, L为指标为零

的 Fredholm算子, N在 V上是 L -紧的.如果下列条

件成立

a)Lu% !N u, � � ( u, !)  ( ( dom L \Ker L ) !

∀ ) ∀ ( 0, 1);
b)N u ∀ Im L, � � u KerL! ∀ ;

c) deg( JQN K er L! ∀ , � � V! KerL, 0)% 0,

其中 Q: Z#Z是连续映射,并且 K erQ = Im L, J: ImQ

# KerL是一个同构映射,则方程 Lu = Nu在 dom vL

!  上至少有一个解.

记 X = C
2
[ a, b ], Z = C [ a, b] ,对于任意 u  X,

定义 u = sup{ u 0, u
�

0 }, 其中 u 0 =



sup
t [ a, b]

u( t ) . 对任 意 u  Z, 定义 u 1 =

1
b - a &

b

a
u ( t) �t.

定义线性算子 L: X � dom L #Z, Lu = u
��
; N: X

#Z, N u = f ( t, u ( t), u
�
( t ) ), 其中 domL = { u  X:

u( a ) = u ( b), u
�
( b) }.

引理 1� L: X � dom L# Z为一个指标为零的

Fredholm算子.

证明 � 设 g Z,

u( t ) = &
t

a &
#

a
g ( s) �s�#-

t
b - a &

b

a &
#

a
g ( s)�s�# +

d, � t  [ a, b ],

其中 d为常数. 显然, u ( a ) = u ( b ).

若 g满足 &
b

a
g (#) �# = 0,则 u

�
( a ) = u

�
( b ).即

u  dom L, 即

{ g  z: &
b

a
g (#) �# = 0} # Im L.

设 u X,于是

&
t

a &
#

a
u
��
( s )�s�# = &

t

a
( u

�
( #) - u

�
( a ) ) �# =

u( t ) - u( a ) - tu
�
( a ) + au

�
( a),

则

u( t) = &
t

a &
#

a
u
��
( s)�s�#+ tu

�
(a) + u (a) - au

�
(a).

( 2)

若 g  Im L, 则存在 u  domL ! X, 使得 u
��

( t ) =

g ( t ), 并且满足

u ( a) = u ( b ), u
�
( a) = u

�
( b ),

则由 u ( a ) = u ( b )和式 ( 2)可得

u
�
( a ) = -

1
b - a &

b

a &
#

a
g ( s)�s�#,

由式 ( 2)可得

u
�
( t) = &

t

a
g ( s) �s + u

�
( a),

因为 u
�
( a ) = u

�
( b ), 可得

&
b

a
g (#) �# = 0,

因此, Im L # g  Z &
b

a
g (#) �# = 0 .

综上所述可得

Im L = g  Z &
b

a
g (#) �# = 0 .

� � 定义线性连续算子 Q: Z#Z为

Qg =
1

b - a &
b

a
g ( #) �#,

显然 Q
2
g = Qg. 可见 Im L = KerQ.任意 g  Z, 均有

g = (g - Qg ) + Qg.

并且, 若 g  Im L! Im Q, 那么 g∋ 0,因此 Z= Im L 
Im Q.因为 KerL = R,

故

d im K erL - co dim Im L = d im K erL - d im Im Q

= 0,

即 L: X � dom L#Z为一个指标为零的 Fredho lm算

子.

定义连续线性算子 P: X #X 为
p ( u ( t) ) = u ( a ), � � t  [ a, b ].

显然 P、Q、L满足

Im P = KerL, Im L = KerQ, X = K erL KerP, Z

= Im L Im Q.

� � 定义K P: Im L# dom L! KerP为

KP g ( t) = &
t

a &
#

a
g ( s) �s�#-

t - a
b- a &

b

a &
#

a
g ( s) �s�#,

sup
t [ a, b ]

KPg ( t ) = sup
t [ a, b] &

t

a &
#

a
g ( s)�s�#-

t - a
b - a &

b

a &
#

a
g ( s)�s�# ( 2( b - a )

2

g 1
,

sup
t [ a, b ]

[KP g ( t) ]
�

= sup
t [ a, b ] &

t

a
g ( s) �s -

1
b - a &

b

a &
#

a
g ( s)�s�# ( 2( b - a ) g 1

,

因此

K Pg ( 2( b - a) g 1. ( 3)

任意 g Im L,

(LKP )g ( t ) = ( &
t

a &
#

a
g ( s) �s�#-

t - a
b - a &

b

a &
#

a
g ( s)�s�#)

��
= g ( t ),

任意 u  dom L ! KerP,

(KPL )u (t) = &
t

a &
#

a
u
��
( s)�s�#-

t- a
b - a &

b

a &
#

a
u
��
(s)�s�# =

u ( t ) - u ( a ) - u
�
( a ) + au

�
( a ) -

t- a
b - a

u
�
( a ) ( a -

b ) - ( u ( b ) - u ( a) )
t- a

b - a
= u( t ) - u ( a ) = u ( t),

因此

KP = (L dom L! K erP )
- 1
,

QNu =
1

b - a &
b

a
f (#, u (#), u

�
(#) ) �#,

KP, QN u ( t) = KP ( I - Q )Nu ( t) =

&
t

a &
#

a
(I - Q )Nu( s)�s�#-

t - a
b- a&

b

a &
#

a
( I - Q )Nu ( s)�s�#.

3� 结论

为了叙述方便,做以下假设:
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H1 )存在常数 A > 0,对任意 u  dom L \KerL且

满足 u ( t) > A, t [ a, b] ,都有 QN u% 0;

H2 )存在可积函数 ∃、%、&, 其中 ∃、%满足

∃ 1 % 1 <
1 - ( b - a )
3( b - a )

,

使得

f ( t, x1, x2 ) ( &( t) + ∃( t) x1 + %( t ) x 2;

� � H3 )存在常数 B > 0, 对任意 c > B, c R,下式

成立

c&
b

a
f ( s, c, 0)�s > 0,

或

c&
b

a
f ( s, c, 0)�s < 0.

� � 定理 2� 若 H1 )、H2 )、H3 )成立,则周期边值问

题 ( 1)至少存在一个解.

证明 � 设 V1 = { u dom L \KerL: Lu= !N u, ! 
( 0, 1) }. 任意 u  1, 均有 u ∀ K erL, 又 !% 0, 故 Nu

 Im L.又因为 K erQ = Im L,所以 QN u = 0,即

1

b - a &
b

a
f (#, u (#), u

�
(#) ) �# = 0.

由条件 H1 )可知,存在 t0  [ a, b ],满足 u ( t0 ) ( A,
则

u ( a) = u( t0 ) - &
t
0

a
u
�
( #) �# ( u ( t0 ) +

( b - a) u
�

0
( A + ( b - a ) u

�
0
, (4)

又

u
�
( t) = &

t

a
u
��
( t) �t + u

�
( a ) (

( b - a) Lu 1 + u
�
( a) <

( b - a ) N u 1
+ u

�
( a ) , ( 5)

由式 ( 4)、(5)可得

u ( a) ( A + ( b - a ) u
�

0 < A +

( b - a )
2

N u 1 + ( b - a) u
�
( a ) (

A + ( b- a ) N u 1 + ( b - a ) u
�
( a) , ( 6)

又考虑到式 ( 3)可得

( I - P ) u = KPL ( I - P ) u (

2( b - a) L ( I - P ) u 1
=

2( b - a ) Lu 1 < 2( b - a ) N u 1, ( 7)

由式 ( 6)、(7)可得

u = Pu + ( I - P ) u ( Pu +

( I - P ) u < u( a ) + 2( b- a ) N u 1 <

A + ( b - a ) u
�

0 + 3( b - a ) N u 1.

由于 u = sup{ u 0, u
�

0 },结合条件 H2 )得

u 0, u
�

0 ( u < A + ( b - a ) u
�

0 + 3( b -

a) N u 1 ( A + [ b - a + 3( b - a) % 1 ] u
�

0 +

3( b - a ) &+ 3( b - a ) ∃ 1 u 0,

由上式可得

u 0 ( 1

1 - 3( b - a) ∃ 1

{A + [ b - a +

3( b - a) % 1 ] u
�

0 + 3( b - a) & 1 }, ( 8)

u
�

0 ( 1

1 - ( b - a) - 3( b - a) % 1

[A +

3( b - a) & 1 + 3( b - a ) ∃ 1 u 0 ] , ( 9)

由式 (8)、(9)得

u
�

0 ( 1

1- ( b- a) - 3( b- a) % 1 - 3(b - a) ∃ 1

∀

[A + 3(b - a) & 1 ],

即存在 W 1 > 0,使得 u
�

0 <W 1, 由式 ( 8)知存在 W 2

> 0,使得 u 0 <W 2,故  1是有界集.

令  2 = { u K erL Nu Im L }.任意 u  2,有

u = c  R且N u  Im L = K erQ,

即

1

b - a &
b

a
f ( s, c, 0)�# = 0.

由 H3 )可知, u = c < B, 故  2是有界集.

定义一个同构映射 J: Im Q # K erL 为恒等映

射,即 J c= c, c R.不妨设 H3 )中

c &
b

a
f ( s, c, 0) �# < 0,

令  3 = { u K erL: - !J
- 1
u + ( 1 - !)QNu = 0, ! 

[ 0, 1] }, 则任意 u  3, u = c R,满足

!c =
( 1 - !)
b - a &

b

a
f ( s, c, 0) �#,

若 != 1, 则 c= 0; 若 c > B,则有

!c
2
=

(1 - !) c
b - a &

b

a
f ( s, c, 0)�# < 0,

矛盾,故 c ( B, 即 u = c ( B, u  3,故  3是有

界集.

若设 c&
b

a
f ( s, c, 0) �# > 0,则可令

v 3 = { u  K erL: !J
- 1
u + ( 1 - !)QN u = 0,

! [ 0, 1] },

同样可得到  3是有界集.

设  是一个有界开集且  � )
3

i= 1
 i,则可知

Lu% !N u, ( u, !)  ( ( dom L \KerL ) ! ∀ ) ∀
(0, 1), Nu ∀ Im L, u K erL! ∀ .

下证N在  上为 L -紧.

要证N在  上为 L - 紧, 即证 QN (  )有界且
KP, QN:  #X 是紧的.

因为

QN u =
1

b - a &
b

a
f (#, u (#), u

�
( #) )�# (
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& 1 + ∃ 1 u 0 + % 1 u
�

0,

故 QN ( )有界.

要证 KP, QN:  #X是紧的, 即证 KP, QN (  )是紧

集.

又因为 f ( t, x, y )在 [ a, b ] ∀  ∀  上连续,可知

KP, QN (  )一致有界和等度连续. 由 A rzela�Asco li定

理知 KP, QN ( )是紧集.因此N在 V上为 L -紧.

任意 u  K erL ! ∀ , 定义 H (u, !) = ∗ !Ju +

( 1- !) JQNu, 利用同伦不变性

deg( JQN K er L! ∀ ,  ! KerL, 0) =

deg(H (+, 0),  ! K erL, 0) =

deg(H (+, 1),  ! K erL, 0) =

deg( ∗ J,  ! K erL, 0) % 0,

又由引理 1知, L: X � dom L# Z为一个指标为零的

Fredholm算子.故由定理 1知, 周期边值问题 ( 1)在

 上至少存在一个解.

4� 应用举例

考察周期边值问题

u
��

=
1

4
( t+ �( t ) ) +

1

9
arctan u( t ) +

1

9
u

�
( t ),

� � t 0,
1
2

,

u (0) = u
1

2
, u

�
(0) = u

� 1

2
,

取 T = 0,
1

2
,
1

3
,
1

4
, � ) 1

2
, 1 ,取 A = B = 3,

∃( t) = %( t ) =
1

9
, &( t) = t+ � ( t),条件 H2 )满足. 当

u( t ) > 3时,

QN u = 2&
1
2

0

1

4
( t+ � ( t) +

1

9
a rctan u ( t) +

1
9
u
�
( t) )�t = 2

1
16
+

1
9 &

1
2

0
arctan u ( t)�t > 0,

当 u ( t) < - 3时, QN u = 2&
1
2

0

1

4
( t + � ( t) +

1

9
arctanu( t ) +

1

9
u

�
( t) )�t <

1

8
+

1

9
arctan( - 3)

= - 0∃013 8, 故条件 H1 )满足;

又当 c > 3时, c&
1
2

0
f ( s, c, 0) �s > 0;

当 c < - 3时, c &
1
2

0
f ( s, c, 0) �s = &

1
2

0

c

4
( s+ � ( s) +

1

9
c arctan c + 0) �s =

c

16
+

c

18
arctan c >

- 3

16
+

- 3

18
arc tan( - 3) > 0∃020 7 > 0.

故条件 H3 )满足. 由定理 2可知该边值问题至少有

一个解.

参考文献:

[ 1] S tefen H ilge r. E in M a % kettekalku l m it Anwendung Auf

Zentrum sm annig fultigke iten, PHD thesis [ D ]. Un ive rsity at

Wurzburg, 1988.

[ 2] Bohne rM, Agarw a l R P. Quadratic functionals fo r second

order ma trix equations on tim e sca les[ J]. NonlinearAnaly�
sis, 1998, 33: 675�692.

[ 3] Bohne rM, Peterson A. Dynam ic equations on tim e sca les:

An introduction w ith app lications [ M ] . Boston:

B irkh� auser, 2001.

[ 4 ] Gulsan Topa l S. Second�o rder per iod ic boundary value

problem s on tim e scales[ J]. Cumputers andM a them atics

w ith Applications, 2004( 44) : 637�648.
[ 5] Doug las R Anderson. Mu ltip le periodic so lutions fo r a sec�

ond�o rder prob lem on pe riod ic tim e sca les[ J]. NonlinearA�
na lys is, 2005( 60): 101�115.

[ 6] Sun Jian�p ing, L iW an�tong. Positive so lution fo r System of

Non linear F irst�orde r PBVPs on T im e scales[ J]. Nonlinea r

Ana lys is, 2005( 62): 131�139.

[ 7] Guo D, Lakshm ikanthamV. Nonlinear problem s in abstract

cones[ M ]. N ew York: A cadem ic Press, 1988.
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Abstract: The ex istence of so lut ion is studied to second�order nonlinear dynam ical equat ion by using themetheod of

co inc idence degree theorem advanced byM awhin. The conditions for the ex istence are g iven, and the so lut ion is il�
lustrated.
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